HKBL TD 14 : Représentations matricielles 2024-2025

*
Exercice 1

On considere 'application suivante :
f: R3 — R3
(I,y,Z) — (y+Z,Ify+Z7Z*2I)
1) Montrer que f est une application linéaire de R? dans R3.
2) Déterminer la matrice de f dans la base canonique By.
3) On considere la base B = ((1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)).
Déterminer MatBo’B(f), Mat5730 (f), et Mat375(f)

*
Exercice 2

On considere 'application suivante :

f: R? — R3
(,y) — (r+y,x—y,2y—3)
1) Montrer que f est une application linéaire de R? dans R?.
2) Déterminer la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R?
3) On considere la base B = ((1,1),(0,2)) de R? et la base B’ = ((1,0,0), (0,2,0), (0,0, 3) de R3.
Déterminer Matg s/ (f).
4) Montrer que f est injective.
5) Déterminer une base de im(f).

*
Exercice 3

-1 -2 2 =2
A= ( 1 9 ) et B= (1 _1>
1) Vérifier que A2 = A et que B2 = B

2) Déterminer le rang de A ainsi que la dimension du noyau de A

Soient A, B € M3(R) données par

3) En notant Iy la matrice identité de M3(R), montrer que I — AB et que A+ B — AB sont inversibles.

* *
Exercice 4

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et soit f € £L(F) un endomorphisme non nul. On suppose que f2 = 0, c’est a
dire que fo f = 0z(p)-
Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f est Matg g(f) =
0 0 1
0 0 0
0 0 0

1) Montrer que im(f) C ker(f)
2) En déduire que 0 < rg(f) < dim(ker(f)) <3
3) A laide du théoreme du rang, déterminer rg(f) et dim(ker(f)).
4) Justifier qu’il existe u € R? tel que f(u) # 0.
5)
)

6) Montrer que (v, w,u) est une base de R® qui répond au probléme posé.

On pose v = f(u). Justifier qu’il existe w € Ker(f) tel que (v, w) est une base de Ker(f).

*
Exercice 5

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Montrer que si f est une homothétie de E, alors la matrice représentative
de f dans une base B de F ne dépend pas de la base choisie.
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*
Exercice 6

Soit E' un R-espace vectoriel et f un endomorphisme de FE tel que : Ve € E,;INER, f(z) =X - x
Montrer que : IN € R,Ve € E, f(x) =\ .

*
Exercice 7

On considere 'application suivante :
I R3 — R*
(,y,2) — Br+y+z,x—-2y+z,z+y, 2x+2)
1) Montrer que f est une application linéaire
2) Déterminer la matrice de f dans la base canonique
3) On pose :
B=((2,0,0),(0,2,0),(0,0,2)) et B =((1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,0,1,1),(0,1,1,1))
Montrer que B est une base de R? et que B’ est une base de R*
4) Déterminer la matrice de passage de la base canonique & B et la matrice de passage de B’ & la base canonique.
5) En déduire A = Matg g/ (f) la matrice de f dans les bases B et B'.
6) Déterminer Im(f) et Ker(f).

*
Exercice 8

Soit n € N* et soient les matrices carrées de taille n suivante : A = (2°77)1<; i<, et B = (i + j)1<ij<n
1) Ecrire A et B dans le cas n = 5
2) Déterminer le rang de A et le rang de B dans le cas général

3) Déterminer une base de Ker(A) et une base de Ker(B) dans le cas n = 5.

* *
Exercice 9

Soit n > 2 un entier et soit A = (sin(i +j)),; j<,- Montrer que rg(A4) < 2.

* *
Exercice 10

1
Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est A= | -2 3

O N =

On note B = (e1, €2, e3) la base canonique de R3.
1) a) Calculer (A —I)?
b) En déduire que A est inversible et écrire A~! comme combinaison linéaire de I et A.
2) On pose u; = (f —Id)(e1) et us = €1 + e3.
a) Montrer que le rang de (f — Id) est égal & 1. En déduire la dimension de Ker(f — Id).
b) Justifier que (u1,uz) est une base de Ker(f — Id)
3) Montrer que la famille (u1, ug,e;) est une base de R3

4) Déterminer la matrice T de f dans cette base.

-1 1 1
5) Soit la matrice P = | —2 0 0 |. Justifier que P est inversible puis écrire la relation existant entre les matrices
1 10

AT, Pet P71,
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* *
Exercice 11

Soit A = (a;,j)1<i,j<n une matrice carrée de taille n. On dit que A est une matrice stochastique si les deux conditions
suivantes sont remplies :

® V(Za.j) € [[LTLHQ,C%J Z 0
o Vi€ [[1,71]}72?21 aij = 1

1) Soient A et B deux matrice stochastiques. Montrer que AB est stochastique.

4 2 2
2) On considére la matrice A=-(2 1 5
2 51

Vérifier que A est stochastique.

)
b) Justifier que A™ est stochastique.
) Calculer le rang de A.

) On pose e; = (1,1,1), ea = (0,—1,1) et e5 = (—2,1,1) et X1, X3, X3 les vecteurs colonnes correspondant.
Montrer que (eq, ez, e3) est une base de R?

e) Exprimer AX;, AXs et AX3 en fonction de X1, X5 et X3 et en déduire qu’il existe une matrice inversible P
telle que :

1 0 0
A=P|0 -3 1 p!
0 I
Préciser la matrice P et déterminer son inverse P~1.
f) Déterminer une expression de A™ en fonction de n.

* X %
Exercice 12

On veut démontrer dans cet exercice la formule d’inversion de Pascal : on suppose que (a,) et (b,) sont deux suites de

n
réels telles que pour tout n € N, a,, = Z (Z) by
k=0

n
n
Le but de I'exercice est de montrer que Vn € N, b,, = Z(—l)"‘k< )ak.
k=0
Soit n € N*. On considere 'application

u: Ry[X] —  R,[X]
P(X) — P(X+1)
1) Montrer que u définit bien un endomorphisme de R, [X].

2) Montrer que u est inversible d’inverse :

v Ry[X] —  Ry[X]
P(X) — P(X —1)

3) Exprimer les matrices de u et de v dans la base canonique By = (1, X, ..., X").
ao bo
4) On note M = Matg,(u) et N = Matg,(v), etonnote X = | : | etY =
an bn

Montrer que X7 = YT M et en déduire 1’égalité voulue.
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